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　複素多変数関数の Cauchy の積分公式と Cauchy の評価式を示し、その系として Liouville

の定理を証明した。最後に、正則でかつ一乗可積分な関数の微分の任意のコンパクト集合上の

スープノルムと L1−ノルムとの関係を調べた。

1.2 Cauchyの積分公式

定義 1.3 (特殊境界). ~c = (c1, c2, · · · , cn) ∈ Cn, ~r = (r1, r2, · · · , rn) ∈ Rn
+ に対して、

∆(~c, ~r) =
n∏

j=1

∆(cj , rj) =
n∏

j=1

{z ∈ C | |zj − cj | < rj}

を半径 ~rの ~c ∈ Cn を中心とした多重開円板とするとき、

∂0∆ =
n∏

j=1

∂∆(cj , rj)

を多重開円板∆(~c, ~r)の特殊境界という。

定理 1.2 (Cauchyの積分公式). Ω ⊂ Cnを開集合、uは変数毎に正則。すなわち、Ωにおいて他の変数を
固定したとき各 zj について解析的であるとする。 ~c ∈ Ωとするとき、

u(z1, z2, · · · , zn) =
1

(2πi)n

∫

∂0∆

u(ξ1, ξ2, · · · , ξn)∏n
ν=1(ξν − zν)

dξ1dξ2 · · · dξn for ∀z ∈ ∆(~c, ~r)

が成立する。ただし、∆(~c, ~r) ⊂ Ωとする。さらに、

∂Ju(~z) =
J !

(2πi)n

∫

∂0∆

u(~ξ)d~ξ

(~ξ − ~z)J+e

=
j1!j2! · · · jn!

(2πi)n

∫

∂0∆

u(ξ1, ξ2, · · · , ξn)∏n
ν=1(ξν − zν)jν+1

dξ1dξ2 · · · dξn

が成立する。ただし、J = (j1, j2, · · · , jn)に対して、

J ! = j1!j2! · · · jn!, ∂J =
(

∂

∂ξ1

)j1 (
∂

∂ξ2

)j2

· · ·
(

∂

∂ξn

)jn

, (~ξ − ~z)J =
n∏

ν=1

(ξν − zν)jν

とする。

定理 1.3 (Cauchyの評価式). uが多重円板∆(~c, ~r)の近傍で正則で、|u(~z)| ≤ M (∀~z ∈ ∆(~c, ~r))を満たす
とき、 ∣∣∂Ju(~c)

∣∣ ≤ J !M
rJ

が成立する。特に、 ∣∣∣∣
∂

∂zν
u(~c)

∣∣∣∣ ≤
M

rν
ν = 1, 2, · · · , n
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系 1.1 (Liouvilleの定理). f ∈ A(Cn)が有界すなわち、|f(~z)| ≤ M (∀~z ∈ Cn)を満たすM > 0 が存在す
るならば、f は定数である。

定理 1.4. Ω ⊂ Cn を開集合、K ⊂ Ωを任意のコンパクト集合とするとき、f ∈ A(Ω) ∩ L1(Ω)ならば、
ρ = d(K, ∂Ω)と微分の階数 J のみに関係する定数 CK,J > 0が存在して

∥∥∂Jf
∥∥

K
≤ CK,J ‖f‖L1(Ω)

を満たす。
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